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DM 13
INTEGRATION

A rendre lundi 27 avril

Soignez la présentation et justifiez soigneusement toutes vos réponses.

FEzxercice
Soit I I'intervalle [—1,1].
Soit f € R! définie par :
f(0)=0

222
Vo e I\{0}, f(z)=o [ ctanvig
1

1. Vérifier que ces formules définissent bien une application de I vers R.

1 , 0[U]0, €1 [. Justifier que :
\f
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2. (a) Soit z €] —

tan\/i T
Ve [222,1), 2ELAMVE o
[22%,1] At 16t

(b) En déduire que f est continue sur I.
3. Etudier la parité de f.
4. Pour tout z €]0, %[, on pose : h(zx) = f@)

xT

(a) Montrer que h est croissante 0, %[ ( On ne cherchera pas a dériver h).

(b) Montrer que h est a valeurs négatives sur |0, %[
(¢) Montrer que quel que soit v € R* | arctanu < u. En déduire que h est minorée par — % sur

10, L.
(d) En déduire que f est dérivable en 0. (On ne cherchera pas a calculer f/(0).)
5. Exprimer f’(x) pour tout x €]0, 1], puis montrer que f est de classe C! sur [0, 1].

6. En déduire que f est de classe C! sur I.



Probléme

Soient f et g deux applications de R vers R, continues, non identiquement nulles.
On se propose d’étudier I'application

R—R

. 1
£ x> Jf(a:u)g(u)du

On dira que fol f(zu)g(u)du est une intégrale a parametre x.
1. Justifier que F' est bien une application de R vers R.

2. (a) Soit z¢p € R fixé. On note I lintervalle [—|zg| — 1, |xg| + 1]. On considere, quel que soit
h € [-1,1], le réel positif

1
Ay = / | f(zou + hu) — f(xou)|du
0
i. Vérifier que :
Vh e [-1,1], VYu€[0,1], (wou,zou+ hu) € I*

ii. Soit € > 0 fixé.
A T’aide du théoréeme de Heine, démontrer qu’il existe a > 0 tel que :

Vh € [—a,a], Ap<e

(b) En déduire que F' est continue sur R.
3. On suppose en outre dans cette question que f est de classe C? sur R.
(a) Soit zp € R fixé. On note I l'intervalle [—|zg| — 1, |xo| + 1]. On note :

My =sup|f®|, et M =suplg]
I [0,1]

i. En utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange, démontrer :

h2M M,

1
Wh e [-1,1], F(xo—i—h)—F(xg)—h/O uf (row)g(u)iu| < "

ii. En déduire que F est dérivable en z( ainsi qu'une expression de F’(xg).
(b) Montrer que F est de classe C! sur R.

4. Dans cette question, on suppose de plus que f est de classe C* sur R.
En faisant un raisonnement par récurrence, établir que F' est de classe C*° sur R et que :

1
VpeN, VzeR, FP(z)= / WP fP) (zu)g(u)du
0
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Soit h : R — R une application de classe C*.

On considere 'application hy de R* dans R définie par :

h(z) = Yh_o 2 h®)(0)

3

Vz €R*, ho(z) =

1. Montrer que hg est prolongeable par continuité en 0, et préciser son prolongement par continuité,
qu’on notera s jusqu’a la fin de la partie II.

2. Dans cette question, on cherche & montrer que pour tout z € R, on a 1’égalité (x) suivante :

1

1
(%) pao(x) = 2/0 (1 — u)h®) (zu)du

(a) Montrer la relation (%) pour x = 0.
(b) Soit z € R*. Appliquer la formule de Taylor avec reste intégral & 'ordre 2 & h entre 0 et z.
(c) En déduire la relation (%) pour z € R*.

3. Justifier que 2 est de classe C*° sur R.

4. (a) Soit p € N. Grace a des intégrations par parties, calculer fol uP(1 — u)? du en fonction de p.

(b) Donner, pour tout entier p, une expression simple de @ép )(O) en fonction d’une des dérivées

successives de h en 0, et de p.

5. Confirmer ’expression ainsi trouvée en utilisant les développements limités.



