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CONTINUITE ET DERIVATION

A rendre lundi 26 février

Soignez la présentation et justifiez soigneusement toutes vos réponses.

Ezercice 1
Soit f : [a,b] — R une application dérivable telle que f(a) = f(b) =0 et f'(a) > 0, f'(b) > 0.

Démontrer qu’il existe ¢, ca, c3 €]a, b[ tels que ¢1 < co < e et f/(c1) = f'(e3) =0 et f(eg) =0.

Exercice 2
Soit g : [a,b] — R de classe C2, avec a < b.

On suppose :
Vo € [a,0], g(z) >0, g¢"(z)

N
o

et qu'il existe v €]a, b] tel que :

Montrer que g est identiquement nulle.

Probléeme

On note & I'ensemble des applications f : R — R continues vérifiant la condition (*) suivante :

(+) V(w,y) €RE f (‘2“/> SPOR ()

Le but du probleme est de décrire ’ensemble £ explicitement.

(A) Dans cette partie, on souhaite montrer que la seule application f de £ telle que f(0) = f(1) =
0 est ’application identiquement nulle. On le fera par deux méthodes différentes.

On consideére une application f de £ telle que f(0) = f(1) = 0.
1. Montrer que f est %—périodique.

2. 1°r® méthode.

(a) Montrer que f admet un maximum M et un minimum m sur R.



(b) Montrer que :

f(2z)
2

(c) Montrer que pour une application h de [0, 1] vers R, bornée, on a :

Ve e R, f(x)=

suph= sup h(2x) et infh= inf h(2z
[0,1] x€[0,1/2] (22) [0,1] z€[0,1/2] (22)
(d) En déduire que M = 2M et que m = 2m.
(e) Conclure.
3. 28™me méthode.
(a) Montrer pour tout entier n € N :

vpe{0,1,...,2"}, f(%) ~0

(b) On note D 'ensemble des rationnels de la forme 2% tels que k € {0,1,...,2"}, ou n
décrit N.
Montrer que D est dense dans [0, 1].

(c) Conclure.
4. Conclure.
(B) Dans cette partie, on souhaite montrer que & est 'ensemble des applications affines.
1. Montrer que si g est une application affine de R vers R, alors g € £.
2. Montrer quesi he Eet ke &, alors h—k € £.

3. Etant donné (a, B) € R% montrer qu’il existe une unique application affine g telle que
9(0) = et g(1) = B.
4. Soit f € £. Montrer que f est affine.

5. Conclure.



