MPSI 15/16 DS 1 12 septembre 2015

L’usage des calculatrices n’est pas autorisé.

Durée : 2 heures.

Le devoir comporte 5 exercices.

Exercice 1

Soit F un ensemble et A, B, C trois parties de E.
On considere les deux ensembles X et Y suivants :

X=AU(BnO)

Y=(AuB)NnC
1. Montrer que 'un des deux ensembles X et Y contient I'autre.

2. Montrer que X =Y si et seulement si A C C.

Exercice 2
Pour tout n € N* on pose :

= 1
Uy = 1—|—>
(e

1. (a) Montrer que pour tout €] — 1,4o00[, on a : In(1 4+ z) <

(b) Montrer que pour tout entier k tel que k > 2, on a : # < ﬁ — %
(c¢) En déduire qu'il existe un réel o (& préciser) tel que pour tout n € N*, In(u,) < a.
(d) En déduire que pour tout n € N*, on a : u, < 2e.

2. On souhaite améliorer la majoration de la question 1.(c).
(a) Montrer que pour tout entier k tel que k > 2, on a :

2

1
I+ 5 < —0
= (k—1)(k+1)

(b) Soit n un entier tel que n > 2. Simplifier par télescopage ’expression
5t
pote (k—1(k+1)

(on devra obtenir une expression simple en fonction de n).

(¢) En déduire que pour tout n € N*, on a : u,, <4
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Exercice 3

Résoudre I'inéquation

1 1
=<
T NV2—x
d’inconnue z réelle.
Exercice 4
Pour tout z € C tel que z # i et z # —i, on définit :
z
1z) = 2241

Soit 0 € [—, 7] \{*g%}-

On pose z = e*?.

_ 1
2 cos(0)

2. Soit u = (up)nen la suite définie par :

1. Montrer que f(z)

pour tout n € N,

(a) Déterminer les réels 6 de [—m, 7]\ {—g, g} tels que cos(f) =

1

5.

(b) Donner ’ensemble des solutions de Iinéquation |z| > % d’inconnue x réelle.

(c) Simplifier Pexpression de w,, pour n € N, en distinguant deux cas suivant les valeurs de 6.

(d) Pour quelles valeurs de @ cette suite converge-t-elle 7 Démontrez.

Exercice 5

On définit la fonction f définie sur Ry par :

VZER"H f(.f)— T +e

1. Etudier le sens de variation de f-
2. Préciser la limite de f en +oo.

3. Soit u la suite définie pour tout entier naturel n par :

Uy = /:H f(a)dx

(a) Pour n € N, encadrer u,, en utilisant la question 1.
(b) Montrer que u converge et calculer sa limite.

4. Soit F' la fonction définie sur Ry par :

Ve eRy, F(z) = (In(z +e))?

Pour tout n € N, on définit :

I(n) = /O” f(z)dx

(a) Calculer, pour z € Ry, F'(x).

_ In(z +e)

Lycée Naval 15/16



MPSI DS1

(b) Calculer I(n) en fonction de n.

5. Soit S la suite de terme général S, tel que :

Vn € N, Snzzn:uk

k=0

(a) Calculer, pour n € N, S,, en fonction de n. (Utiliser la relation de Chasles).

(b) La suite S est-elle convergente ?
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